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MATHEMATICS 
SUR LES THEOREMES FONDAMENTAUX DES GROUPES 
FORMELS COMMUTATIFS. I 
PAR 
MICHEL LAZARD 
(Communicated by Prof. N. H. KUIPER at the meeting of December 16, 1972) 
Les theoremes fondamentaux en question sont d’abbrd ceux qui Btablis- 
sent une equivalence entre la categoric des groupes formels commutatifs 
sur un anneau K et celle de certains modules topologiques sur un anneau, 
qui depend fonctoriellement de K et peut Btre remplace par un anneau 
plus petit quand certains nombres premiers sont inversibles dans K. 
Ensuite ces theoremes Btablissent des proprietes relatives a la d&r&ion 
(par generateurs et relations) des modules topologiquea p&it&. 
Le present travail doit son existence, entre autres, a Pierre Cartier, a 
qui sont dedies les foncteurs Cart et Carts. On observera que la notion 
d’hyperalgebre (ou bigebre), present&e par certains comme fondamentale, 
n’apparait m&me pas ici. Par contre, toute la theorie repose sur les opera- 
teurs F, de Cartier et sur le “theoreme des fantdmes”, c’est-klire, en 
dimension finie, les proprit%s et les relations mutuelles des bourgeons et 
des lois de groupes universels. Ce dernier theoreme a et6 jug6 par Manine 
‘ ‘presque inapplicable” 1). 
N.B. Apres la redaction de la presente note, j’ai eu connaissance des 
travaux de M. Hazewinkel (Constructing formal groups I. Over Z(,)- 
algebras. Report 7119 + appendix of the Econometric Inst. Netherlands 
School of Economics, Rotterdam ; Constructing formal groups II. Over 
Z-algebra. Report 7201, ibid.) et de F. J. DITTERS (Groupes formels B 
un parametre sur Z et Ztp). C.R. Acad. Sci. Paris, 275 (1972) p. 251-254). 
On trouvera notamment chez le premier une formule explicite donnant 
le logarithme d’un groupe formel p-typique universel. 
I. FONCTEURS DE CARTIER~) ET MODULES RI$DUITS 
1. Propi& gknnkales des foncteurs Carts. Nous d6signerons par fi un 
ensemble de nombres premiers, et par la lettre grasse correspondante S 
1) Yu. I. &h-TIN, Theo& des groupes form& commutatifs sur des corps de 
caract&istique 6nie (en russe), Usp. Mat. Nauk 18 (1963) p. 3-90; traduction anglaise: 
Russian Mathematical Surveys, 18 (1963) p. l-84. Cet article contient une biblio- 
graphic de 60 titres. On trouvera une autre bibliographic dana l’expose de 
I. BARSOTTI, Sviluppi e applicazioni della teoria dei gruppi analitici commutativi, 
Atti dell’ VIII Congress0 dell’ Unione Matematica Italiana, Trieste 1967. 
*) P. Cartier: 1. Groupes formels associes aux anneaux de Witt generalis& 
(C.R. Acad. So. Paris, 265 (1967) p. 50-52); 2. Modules associes a un group8 formel 
commutatif. Courbes typiques (Ibid. p. 129-132). 
18 Indagationes 
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l’ensemble des entiers (> 1) dont tous les facteurs premiers sont dans S. 
A chaque S correspond un foncteur, note Carts, qui associe a tout anneau 
commutatif unitaire K un anneau topologique complet Carts(K), unitaire 
mais non commutatif en general 3). L’anneau Carts(K) contient des 
elements notes V$, B’,x oh n E S, et [c] oh c E K. Tout element x E Carts(K) 
s’ecrit univoquement comme une somme infinie convergente: 
(1.1) x= ~m,nos vmqCm,nl FnK, 
oh les c~,~ E K (dits coordonnees de X) doivent verifier la seule condition 
(1.2) pour tout m E S, l’ensemble des n tels que cm,n #0 est fini. 
Si f : K + K’ est un homomorphisme d’anneaux, l’image de x par 
l’homomorphisme associe Carts(f) : Carts(K) --f Carts(K’) est 
(1.3) c m,nsS ~mK’[f(Cm,n)]BnK’. 
Fixant S et K, nous Bcrirons Pm, Pn, E au lieu de Vmx, PnK, Carts(K). 
Un element x E E est nul si toutes ses coordonnees Cm,n sont nulles; sinon 
son or&e, note ord (x), est le plus petit m tel qu’existe un Cm,n #O; nous 
posons ord (0)= +oo. L’axiome 
(14 ord (x f y)> min (ord (x), ord (y)) pour tous x, y E E 
est satisfait, et les sous-groupes additifs (en fait ideaux a droite) d&nis 
par les conditions ord (x) > n (n E S) forment un systeme fondamental de 
voisinages de 0 dans E. Les relations suivantes sont verifiees: 
(1.5) v1=F1=[1K]=lE; 
(1.6) VmJ'n= Vmn, FmF, = Fm,, [~][b] = [&I], pour tous m, n E S, a, b E K; 
(1.7) si m, n E S et pgcd (m, n) = 1, alors VmF, = F,V,; 
(1.8) pour tout n ES, F,V,=n 1~; 
(1.9) [c]V~= V,[cn] et F,[c] = [c”]FR pour tous n E S et c E K; 
(1.10) ord ([a] + [b] - [a + b]) > 1 pour tous u, b E K. 
Les proprietes precedentes definissent completement le foncteur Carts. 
En considerant l’operation naturelle a droite de E sur grl(E), composante 
de degre 1 du grad& associe (qui s’identifie au K-module libre de base 
les Fn), on obtient la representation matricielle x de E, qui associe a 
x= x Vm[cm,,JFn la matrice 
(1.11) x(x) = zrn,n,(sS m&,, emw, 
oh les QJ designent les unites matricielles index& par les entiers de S 
3) Les exceptions sont les suivantes: 1”) s=0; alors Carts(K)=K; 2O) S={p}, 
K =F,; alors Carts(K) est une certaine extension commutative de l’anneau des 
entiers p-adiques; 3”) K=(O); alors Carts(K)={O}. 
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(ea,jek,r=&kea,l). Les coefficients x(&f de x(z) s’ecrivent, en posant 
r=pgcd (i, j): 
(1.12) 44z,l= &lr @lo) Cz&di,r. 
Les elements de la forme &s V,[a,] Pm, represent& par des matrices 
diagonales, constituent un sow-anneau commutatif de Cart&K), qu’on peut 
identifier Q l’anneau V’s(K) des S-vecteurs de Witt, lui-meme quotient 
de W(K) (cf. Cartier 1). Pour definir saris confusion possible l’opekaticm 
& gauche de Carts(K) sur R’s(K), nous preferons noter un element de 
TVs(K) comme un vecteur 5 = (ar)ars a coordonnees dans K, et designer 
par “op” l’isomorphisme qui associe a E l’operateur 
Alors l’operation de Carts(K) sur Ws(K) est definie par les formules 
suivantes : 
(1.13) op ([cl. 8 = [cl op (0 = op (NC1 ; 
(1.14) op (V,-E)= Vv, op (E)F’,; 
(1.15) op (t)V, = Vn op (Fn+E) et Fn op (t) = op (Fn-5)Fn. 
Cette derniere relation montre que 5 I-+ F, . E est un endomorphisme de 
TVs(K) et s’explicite ainsi pour 5= (u+)r,s et n E S: 
(1.16) op (Fn-5) = &s dJ’t/cdm nld]Fild, oti d =pgcd (i, n). 
Les multiples entiers de l’unite se calculent dans Carts(K) comme dans 
TVs(K), et un entier n est inversible dans Carts(K) s’il est inversible 
dans K. 
Si S’ C S, l’anneau Carts@) s’identifie iL un quotient du sous-anneau 
ferme de Carts(K) engendre par les [c] et les V,, Fn, oh n ES’. 
2. La &composition (ou “typificution”). Nous considhom ici une 
partition {S’, S”} d ‘un ensemble S de nombres premiers et un anneau K 
ou tous les p E S’ sont supposds inversibles. Nous posons E =Carts(K). 
Nous avons alors dans E les idempotents permutables (1 -p-lVPFP), oh 
p E S’; le produit de ces idempotents converge, et nous le designons par z: 
(2.1) s-c= npcst (1 -P-~V~B’~)= znssf dp(n)VnFn, 
,U designant la fonction de Mobius. Nous avons 
(2.2) nVla=F,z=O pour tout n ES’, nfl. 
(2.3) Si C (resp. M) est un E-module topologique a gauche (resp. a 
droite), alors nC (reap. Mn) est l’intersection des noyaux des operateurs 
F, (resp. VP) oh p E S’ dans C (resp. M), tandis que (I&--n)C (resp. 
M(ldM--n)) est l’adherence de la somme des images des operateurs V, 
(resp. FP) dans C (resp. M), pour p ES’. 
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(2.4) Le sows-anneau ZEN (dont l’unite est z, distincte de celle de E si 
S’ #$!I) est canoniquement isomorphe ic l’anneau E”=Cartse*(K). L’isomor- 
phisme associe a 
x= &cw Vdct,jlJ’j E E” 
1’616ment de mt?me o&e 
(2.5) Posons, pour tout n E S’, en = n-l VdzFn (en particulier cl= n). Alors 
les e,, sont des idempotents de E, deux d dew orthogonaux, d’ordres respectifs 
n et de somme 1E. 
(2.6) Theoreme. L’anneau E = Carts(K) est canoniquement isornorcphe 
ic un anneau de matrices y = (y,,,,,,) h coefficients dans E” = Carts*(K) index& 
par les entiers m, n E S’. Les matrices sont astreintes ZG la seule condition que, 
pour tout m E S’, ord (y,,,) tende vers l’infini avec n. 
En effet, on Bcrit x E E SOUS la forme &,,ncst xm,a, oh xm,n=emxen, 
on pose Zm,n=m -‘Fmxm,nVn E nEn, puis on remplace chaque sm,n par 
l’element correspondant ym,n de E” (2.4). On retrouve x par les relations 
xm,n =n--lVrnzrn,,,Fn. En particulier si S’ =S, S”= 8, alors E”= K et la 
matrice associee a x est N-rx(x)N, oh N= Z)nts nen,n. 
3. Modules uniformes et modules rt%uik. Nous appelons E-module uni- 
forme un E-module 5t gauche topologique complet C possedant la propriM 
suivante : 
(3.1) les sommeS infinies & xf’y; (o& x5 E E, yj E C) convergent dam C 
sous la seule hypothke que ord (xj) + +oo (suivant le filtre des compldmen- 
taires des parties finies de E’ensemble J). 
Nous notons ET l’ensemble des elements de E qui s’ecrivent sans F, 
i.e. SOUS la forme &es Vn[cn], et nous disons que (1/2)rrz eat une famille 
de V-g&drateurs (resp. une V-base) dans un E-module uniforme C si tout 
element y E C s’ecrit (resp. s’ecrit univoquement) sous la forme & xgyti 
oh x1 E Ev pour tout i E I (et ord (xi) --f 00 si I est infki). Nous appelons 
E-module dduit un E-module uniforme qui possede une V-base. 
(3.2) Proposition. Soient C un E-module r&&it et, pour tout n E S, C, 
(resp. Cn+) l’adhdrence de la somme de8 sows-groupes additifs Vm* C pour 
m>n (resp. m>n) ; p~sons grn(C) = C,/Cn+. Alors cIz.uque vpirateur Vm 
in&it un isomorphisme de grn(C) sur grmn(C). Le groupe grl(C) a une 
structure naturelle de K-module libre, et les V-bases de C sont les familles 
d’&ments dont les imuges modulo Cl+ sont les bases de grl(C) sur K. 
La topologie definie par les C, est plus fine que la topologie donnee 
de C (c’est la plus fine pour laquelle C reste un E-module uniforme). 
(3.3) Sous les hypotheses de decomposition precisees en (2), la categoric 
des E-modules uniformes (resp. des E-modules reduits) est dquivalente 
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& celle des E”-modules uniformes (resp. des E”-modules reduits): cela 
resulte de (2.5) et (2.6). 
4. Quotients de modules uniformes-libres. Soit x= ~(,J~s Vt[f2,j]Fj un 
element non nul de E=Carts(K). Now appelons type de x, et notons tp(x), 
le couple (m, n) oh m = ord (x) et n est le plus grand entier j tel que Cm,j ~0. 
Soit 01 E R la borne inferieure des i/j pour cd,3 ~0. La hauteur de x, notee 
ht(x), est par definition 01 si la borne inferieure est atteinte; sinon (ce qui 
ne peut arriver que si Card (a)> l), nous Bcrivona ht(x) = OL + (nombre 
“semi-reel” immediatement superieur a a). Nous posons tp(0) = (00, 0) et 
ht(0) = + 00. Nous ordonnons les types par la relation 
(4.1) (m,n)>(m’,n’) em>m’ ou (m=m’ et n<n’), 
et now convenons que “tp(x) > (m, 0)” signifie “ord (x) >m”. Le lemme 
suivant justifie la distinction entre OL et 01+ . 
(4.2) Soient x, y E E, ht(x)=h>O+, tp(y)=(m, n). Alors tp(yx)>(m, 
p.e.(n/h)), ou “p.e.(n/h)” designe la partie entiere, definie comme le plus 
grand entier Q n/al (resp. <n/a) si h =01 (reap. h =(Y + ). 
Soient I un ensemble et L le E-module uniforme-Zibre admettant comme 
base topologique la famille (3/t)tpz: chaque element y E L s’ecrit univo- 
quement 
y = &z xtys, 
aveo xf E E (et ord (~1) -+ 00 quand I est infini). Pour un tel y nous posons 
(4.3) ord (y)= mint ord (xz), tp(y)= minr tp(xt), ht(y) = infi ht(xt). 
La partie LV de L est definie par les conditions 4 E Ev pour tout i E I, et 
la topologie de L est definie comme celle de E au moyen de la fonction ord. 
(4.4) Theoreme. Soient, pour p E S et i E I, des ddments up,( de L tels 
que ht(up,t) 2 (l/p) + . Posons ep,g = F,yt - up,{. Alors il existe un projecteur 
Z-CT : L + LV (3tv o XV = nv) et des fonctions fp,t : L + E vdrrifiant les propri&& 
suivantes : 
(4.4.1) pour tout y EL, Y=TCV(Y)+ 2 ZNS, M fdY)sp,t (et ord (fdy)) + 00 
quand I est infini) ; 
(4.4.2) W) = min Vp(M4, (tp(fp,a(Y)Fp))(p,t)(sXr); 
(4.44 WY) = inf (WwW, (ht(fp,t(Y)Fp))(p,oEsXr). 
De plus, les for&ions fp,( et le projecteur nv sont fonctoriels en K, 
en un sens facile Q prdciser. 
Designons par N le sow-module ferme de L engendre par les ep,( (1, E 8, 
i E I) et par C le E-module uniforme quotient L/N. D’apres (4.4.1), Zes 
images des yt dans C sont une famille de V-gkrdrateurs. 
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(4.5) Theoreme. Les trois propridttb suivantes sont t?quivalentes et sont 
toujours vbifikes si Card (AS’) = 1: 
(4.5.1) les images des ya (i E I) constituent une V-base de C; 
(4.5.2) pour tout y E N, y ~0, on a tp(y)< (ord (y), 1); 
(4.5.3) en posant 6,,,,t = Fg+,( - Fpeg,f, on a nv(d,,,,O = 0 pour tous p, q E S 
et tout i E I. 
(4.6) Exemple. PosonsI’=Iu { u) ou w $ I et soient des applications } 
UP* . I’ + I’ telles que up(w) = 0 et 0, 0 uq= a, 0 0, pour tous p, q E S. 
Convenons que ym = 0. Alors les elements up,( = ya,(a) verifient la condition 
(4.5.3), et les modules reduits ainsi obtenus correspondent a des groupes 
formels qui generalisent les covecteurs et bivecteurs de Witt introduits 
par I. Barsotti 4). Cet exemple sera repris plus loin (111.4). 
II. EQUIVALENCE DE CATBCJORIE~; IZCJTJATI~NS DE STRUCTURE 
1. Vari&!s et groupes formels. Nous reprenons la definition des varietes 
formelles comme foncteurs en ensembles don&e par Cartier, a ceci p&s 
que nous introduisons des varietes de dimension (eventuellement) infhie 
et que nous utilisons sur un anneau K, la categoric “I&” des K-algebres 
(non unitaires) dont tous les elements sont ndpotents. Nous dirons ici 
“varit%e” au lieu de “variete formelle” et “groupe formel” au lieu de 
“groupe formel commutatif “. Nous notons P l’ensemble de tous les nombres 
premiers et P celui des entiers > 1; nous Bcrivons Cart(K) au lieu de 
Cart+(K). 
La “droite formelle” D (ou DK) devient ainsi le foncteur identique sur 
nilx. Pour tout ensemble I, nous avons le modkle D(I) dont les points & 
coordonnees dans A E nilK sont les familles x= (q)t,r d’elements de A 
presque tous nuls. Une variete de dimension Card (I) est alors isomorphe 
a D(I) les morphismes &ant d&i.nis comme chez Cartier (morphismes de 
foncteurs en ensembles point&). Nous designons par A( V, W) l’ensemble 
des morphismes d’une variete V dans une variete W; nous notons U(V) 
l’ensemble d(D) V) des courbes dans V et F(V) l’ensemble &( V, D) des 
fonctions sur V (a terme constant nul). 
(1.1) Lemme. Soient f, f’ E A( V, W) tels que pour tout a) E U( V) 
f o v=f’ o q~. Alors f =f’. 
(1.2) Chaque ensemble de morphismes possede une filtration naturelle] 
notee “ord”, a valeurs dans P, verifiant “ord (f o g) > ord (f) ord (9)” quand 
f, g sont deux morphismes composables. Pour tout r E P, la relation 
“ord (f -f’)>r” oh f, f’ E J?( V, D(Z)) ne depend que de la structure de 
varit%% de D(Z), (bien que sa definition fasse intervenir la structure additive), 
4) I. BARSOTTI, Metodi analitici per varied abeliane in caratteristica positiva. 
Cap. 1,2 (Ann. SC. Norm. Sup. Pisa SC. Fis. Mat. ser. III, 18 (1964) p. l-25). 
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ce qui nous permet d’ecrire cette relation plus g6n6ralement sous la forme 
“f z f’ (mod. deg. r+ 1)” pour f, f’ E JY( V, W). La classe d’equivalence 
de f (mod. deg. r+ 1) est appelee r-jet de f. En particulier le l-jet de 
y E V(V), note FJJ, est un vecteur tangent a V (“vitesse” de y) ; l’ensemble 
des Fy est l’espace tangent b V, note TV, qui possede une structure 
naturelle de K-module bibre. Nous definissons une famille basique dans 
%9(V) comme une famille (~6)t.l telle que (YY~)~~I soit une base de 9-V 
sur K. 
(1.3) Dans un groupe formel G, une famille basique de courbes (ya)csl 
d&nit un systeme de coordonnees, dites “curwilignes”, grbce L l’isomor- 
phisme B(r) + G don& par x I+ ziE1 yi(xi), oix x E A(‘), A E nilx. 
(1.4) Un homomorphisme d’anneaux, f : K --+ K’, d&kit un foncteur 
(changement d’anneau de base) qui transforme une variete V sur K en 
une variete sur K’, notee f V. L’application de -&x( V’, W) dans &x,(fV, fW) 
est injective (resp. surjective) si f est injectif (resp. surjectif): en effet, 
pour les modeles, cette application s’obtient en transformant par f les 
coefficients des series formelles qui definissent les morphismes. 
2. Le thdorkme 1 de Cartier et ses premidres consdquences 2.2). Les opera- 
teurs V, (n E P) et [c] (c E K) sont definis “au depart” sur les ensembles 
de courbes U(V) ou V est une variete quelconque sur K. Par contre, les 
operateurs F, (n E P) sont propres aux groupes formels. 
Soit @x+ le groupe formel additif des vecteurs de Witt sur K et yw 
sa courbe canonique, si bien que tout element x E @x+(A) s’ecrit 
(2.1) x= &P (F,z.yw)(xn), oh x, E A, A E Nile. 
Soient G un groupe formel sur K et y E U(G). Le thkorkme 1 de Cartier 
afirme l’existence et l’unicite’ de u E Horn (@x+, G) tel que u o yw = y. D’apres 
(2.1), tout revient a verifier l’enonce suivant. Soient x, y, z 15 A@) verifiant 
la relation 
(2.2) T]C?MP (l-Gzwl-y5P)= JJatP (l-GzT% 
oh T est une indeterminee. Alors 
(2.3) LP ((F,.y)(x,)+(F,.y)(~,))= LP (Fn.yMn) 
dans le groupe G(A). On prouve successivement cette assertion dans les 
cas suivants: lo) G est un groupe additif (additivite des “composantes 
fantomes” des vecteurs de Witt) ; 2’) K est une Q-algebre (reduction 
au l”), puisque G est isomorphe a un groupe formel additif) ; 3”) K est 
sans torsion additive (reduction au 2’) par plongement de K dans Q @ K) ; 
4”) le cas general se reduit au 3”) grace au “theoreme des fantomes” 
suivant. 
(2.4) Soit G wn groupe formel d@ai sur un anneau K. Alors il existe un 
anneau KC, suns torsion additive, un ipimorphisme f : Kg -+ K et un groupe 
formel GO sur KO tel que G soit isomorphe 13 ,470. 
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La consideration des lois de groupes et bourgeons curvilignes facilite 
considerablement la reduction de la preuve de ce theoreme au cas de la 
dimension 1 5). 
(2.5) On verifie que chaque courbe y E U( mx+) s’ecrit univoquement sous 
la forme x . yw, oh x E Cart (K). On en deduit que, pour tout groupe fwmel G, 
V(G) est un Cart (K)-moduZe dduit (1.3), U( mx+) daunt un Cart (K)-module 
libre de gdndrateur canonique yw. 
(2.6) A chaque v E%?(D)=%(D) correspond un element camp (q) E 
E Cart (K) dt%ni par la relation yw o q~ = camp (v) eyw et cette rekztion reste 
valable quunhi? on y remplace yw par n’importe quelle wurbe y duns un groupe 
formeE G. Si y(t) =ct~, alors camp (y) = V,[c] ; pour tous v, v’ E V(D) on a 
camp (q 0 f$) = camp (q~‘) camp (v) et 
(2.7) ord (camp (p7 + v’) - camp (v) - camp (Y’)) > ord (v) + ord (37’). 
(2.8) Chaque endomorphisme u de Rx+ est defini par la don&e de 
zc o yw =zU. yw oh xU E Cart (K), ce qui permet d’identifier I’anneau 
End (mx+) a Cart (K) operant b droite sur les groupes mx+(A), A E nilx, 
selon la formule 
&P (~n*yw)(tn))‘x= &rP (~n~~yw)Wt 
oh x E Cart (K), tn E A. Si on considere @x+(A) comme plonge dans le 
groupe W+(A), sur lequel Cart (K) opere b gauche, on a les formules 
(Qcheuses, mais qu’y faire 2) 
Vn- (yw(W = (Fn. yw)(t) et Fn- (yw(W = ( VVn- yw)(t), 
oh t E A, n E P, tandis que, pour tout c E K, [c].(yw(t))= ([cl-yw)(t). 
3. Le thkorhme 2 de Cartier 2.2). 11 s’agit de prouver que le foncteur 
G + W(G), qui transforme un groupe formel sur K en un Cart (K)-module 
reduit est pleinement /&Me. Autrement dit, quels que soient les groupes 
formels G, G’ sur K, toute application Cart (K)-Eindaaire continue, f : U(G) --f 
+ U(G’), provient d’un homomorphisme unique u E Horn (G, G’) par la 
relation f(y) = u o y, y E U(G). Pour demontrer cela, considerons un groupe 
formel comme un groupe dans la categoric des vari&%s sur K. 11 s’agit 
done de construire, pour toute variete V, l’homomorphisme de groupes 
,rU( V, G) + ,rV( V, G’), qui sera obtenu par composition avec I’homomor- 
phisme u cherche : a g E A( V, G) correspondra g’ = u o g E A( I’, al). Pour 
tout q~ E U(V) on doit done avoir 
(3.1) cl’ O v=f(s O V)* 
D’apres le lemme (1. l), il suffit de montrer I’existence de g’ vetiant (3.1). 
On verifie que les g E A( VT, G) pour lesquels g’ existe forment un sous- 
5) Cf. M. LAZARD, Sur lea groupes de Lie form& B un parambtre. Bull. Sot. 
Math. Fr. 83 (1966). p. 261-274. Nous exposerons ultirieurement ce qui remplace 
1s loi de groupe universe& dans le ca8 d’une dimension in&&. 
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groupe ferme de d(V, G) contenant tous les morphismes decomposables 
g=glog2,ohgl~~(G),g2E~(V),p our lesquels g’ =f(gi) 0 g2. Or, si (y&c1 
est une famille basique dans U(G), tout morphisme g E A( V, G) s’ecrit 
univoquement g- zap1 ‘yr 0 h, oh hi E 9(V). 
4. Le thdorkme 3 de Cartier 2.2). 11 s’agit de prouver que tout Cart (K)- 
module reduit C est isomorphe au module v(G) des courbes d’un groupe 
formel G sur K. Pour cela nous allons construire les groupes JZ( V, G) 
oh V est une variete sur K. Considdrons le groupe filtrk wmplet TV defini 
par generateurs et relations (i.e. comme solution d’un probleme d’appli- 
cation universelle dans la categoric des groupes filtres complets). Les 
generateurs de TV sont notes y 0 v oh y E C et v E s(V) ; ils verifient 
les relations ord (y 0 v) > ord (v) et z:3p~ (yj 0 vj)= 0 quand J& camp 
(vj o y) . l/j = 0 pour tout y E U( V). A chaque morphisme f : V --f W corre- 
spond un homomorphisme de groupes TW -+ TV defini sur les generateurs 
y 0 v (ou y E C, v E 9(W)) par y 0 47 I--f y 0 (p’ 0 f). Pour montrer que 
le foncteur r est representable, nous choisissons une V-base (~6)c.l de C 
et nous prouvons d’abord, en appliquant (2.7), que tout element y E C 
s’ecrit univoquement ziEr camp (pr).yt avec des vg E 9(D), tels que 
ord (~0 + oo quand I est infini. Ensuite nous montrons que tout element 
g de rr s’ecrit univoquement &I yt 0 96, avec des vt E 9( V) (tendant 
vers 0 quand I est infini) et ord (g) = mint ord (vt). Cela entraine l’existence 
du groupe formel G cherche, tel que C s’identifie a To et a g(G). 
Les trois theoremes de Cartier se resument en disant que Za catdgorie 
des groupes formels sur K est e’quivalente k celle des Cart (K)modules rdduits. 
Nous indiquerons ulterieurement d’autres demonstrations des theoremes 
2 et 3 faisant intervenir des produits tensoriels. 
5. Cas oh certains nom&es premiers sont inversibles dans l’anneau de 
base. Soient S une partie non vide de P et S’ son complementaire. Quand 
tous les p E S sont inversibles dans K, la categoric des Cart (K)-modules 
reduits est Bquivalente b celle des Carts*(K)-modules reduits (1.3.3). Le 
Carts(K)-module correspondant ainsi a un groupe formel G est l’ensemble 
des courbes y E v(G) qui sont annulees par tous les F* oh q E S ; ces courbes 
sont dites S’-typiques, ou p-typiques quand S’= {p}. 
6. Equations de structure. Soient G un groupe formel et (yt)tEz une 
famille basique dans U(G). Considerons une famille de relations dans g(G), 
de la forme 
(6.1) F,-Y~= Lzx~~Y~~ 
oh p E P, i E 1, x~,~,J E Cart (K), ht(xp,l,i) > (l/p) + (et ord (x,,cJ) -+ 00 avec 
j pour tous p, i quand I est infmi). 
D’apres l’equivalence de categories et le theoreme (1.4.4), les relations 
(6.1) definissent completement la structure du groupe formel G, ou, plus 
precisement, determinent la loi de groupe sur D(Z) correspondant aux 
coordonnees curvilignes de G associees aux ~6. Nous disons que (6.1) est 
un systeme d’&quutions de structure de G. En particulier, on peut prendre 
les xp,t,j de la forme 
(6.2) Xp,r,j= CneP ‘Vn[cn,P,d 
avec des elements c~,~,~,I E K, univoquement determines, que nous ap- 
pelons “constantes de structure” associees a la famille (yi). 
Reciproquement, un systeme d’equations de la forme (6.1) d&nit un 
groupe formel pourvu que les conditions .4quivalentes du thio&me (1.4.5) 
soient satisfaites. Nous reviendrons ulterieurement sur les relations que 
verifient les con&antes de structure c n,p,a,,. Signalons seulement un cas 
particulier important oh les equations (6.1) definissent un groupe formel : 
pour un certain nombre premier p, pour tout q E P, q #p, et tous i, j E I, 
on a 
(6.3) z~,~J= 0 et FQxp,a,* E Cart (K) Fq (ideal a gauche). 
(To be continued) 
